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Serien “Tekniska rapporter” dr ett komplement till 6vriga HMK-
dokument. Har redovisas bakgrundsinformation, detaljbeskriv-
ningar, analyser m.m. som inte passar in i en handbokstext.

Ett syfte dr att sdkerstélla - och visa - att handbockerna ligger i linje
med metod- och teknikutvecklingen samt med de krav och riktlinjer
som finns i branschen i 6vrigt - nationellt och internationellt. Ett
annat att tydliggora att det finns en robust teoribildning som grund.

Denna rapport har utarbetats av undertecknad. Forfattaren vill tacka
Milan Horemuz, KTH, for véardefulla underhandssynpunkter samt
for granskning av slutrapporten.

Ostersund, oktober 2016

/ Clas-Goran Persson, Lantméteriet

Samlade forord
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Det primédra med denna rapport &r att visa att hanteringen av liges-
osikerhet i HMK vilar pa en stabil teoretisk grundval och pa be-
provade statistiska metoder. Endast elementdra statistikkunskaper
kravs for att forstd problemformuleringarna och resultatet, men
djupare insikter behovs for att forstd alla detaljer.

I huvudsak anvands GUM:s terminologi betrdffande mutosikerhet,
se HMK - Ordlista och forkortningar, juni 2015, kapitel 1 och 2. Av
“historiska” skl anvander vi dock beteckningen o for att beteckna
standardosdikerhet, vilket avviker fran GUM.

Denna och 6vriga beteckningar som anvéands i formelapparaten &r
hdmtade fran statistik och matrisalgebra. De redovisas i Tabell 1.2.

Tabell 1.2, Beteckningar.

o standardosdkerhet
cin stokastiska variabler
N(0,1 normalfordelning med vantevardet
0 och standardosédkerheten 1
72(F) y? - fordelad stokastisk variabel
med f frihetsgrader
& beteckning pa avvikelse fran ”sant”
varde (“fel”)
1D,2D,3D en, tvd respektive tre dimensioner
N,E koordinater i 2D, Northing/Easting
XY, Z kartesiska koordinater i 3D
AN,AE  AX,AY,AZ koordinatdifferenser i 2D /3D
P {x < y} sannolikheten att X <y
E{ } vantevirde
V{ } varians
tr{ } sparet i en (kvadratisk) matris, dvs.
summan av dess diagonalelement
Q; element/submatriser i matrisen Q
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Rapporten disponeras pa foljande sitt:

Teknisk rapport 2016:2

I Kapitel 2 paborjas analysen med hjdlp av elementdr stati-
stik. Fokus ligger pa standardosékerhet, tickningsfaktorer
och konfidensintervall/toleranser. Aven skillnaden mellan
hanteringen av avstand och aterbesok beskrivs.

I Kapitel 3 tar vi hjdlp av litet mer avancerad statistikteori
for att komma vidare. Huvudnumret dér &r korrektion for
asymmetri och korrelation i matdata.

Rapportens resultat sammanfattas i Kapitel 4.

I Kapitel 5 redovisas de viktigaste referenserna och epilogen
i Kapitel 6 avslutar huvudtexten.

En simuleringsstudie redovisas i Bilaga A, som komplement
till de teoretiska hérledningarna.
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2 Standardosakerheten i avstand
och vid aterbesok

2.1 Elementa om nagra statistiska fordelningar

Om den stokastiska variabeln & &r normalfordelad med vintevirdet
noll och standardosidkerheten o, dvs.

¢eN(0,0) 1)

sa gdller att den stokastiska variabeln
n=% N0 @)
o

dvs. den foljer en normaliserad normalférdelning. Det ger att
2 . 2 . 95'2 2
s :ZUi :Z?EZ (f) 3)
i=1 i=1 Vi

dar o, dr standardosikerheten for motsvarande variabel 7,. y*(f) ar

en chi-2-fordelad stokastisk variabel med f frihetsgrader. En sadan &r
alltsa kvadratsumman av fst. N(0,1)-fordelade variabler.

25 35

Figur 2.1. Frekvensfunktionerna till \[y*(f)If for f = 1, 2 och 3, dvs. fér
1, 2 och 3 dimensioner.

Teknisk rapport 2016:2 7 (27)



Av det foljer att

f 2
n= |22 <0 @
i=1 Y
7’ -fordelningarna for dimensionerna/frihetsgraderna 1, 2 och 3

redovisas i Figur 2.1. Som synes ser foérdelningarna ganska olika ut,
dvs. felen beter sig pa litet olika satt. Ett annat perspektiv pa forhall-
andena dimension, standardosdkerhetsmultiplar och tickningsgrad
(se nasta avsnitt) dskddliggors i Tabell 2.1.

Tabell 2.1. Téckningsgraden fér 1o, 20 och 3o i1, 2 och 3 dimensioner.
20 &terkommer vi sdrskilt till, se Tabell 3.2.b.

1o, 20, 3o,
D 68,27% 95,45% 99,73%
D 63,21% 98,17% 99,99%
3D 60,80% 99,30% 100— ¢ %

De absoluta/radiella felen vid positionsbestamning i 1D, 2D
respektive 3D betecknas

& =le| (1D) (5)
& = \/gri + gé (2D) (6)
S = \/‘9>2< + ‘93 + 5§ (3D) 7)

Vilken fordelning har d& dessa storheter om felen dr normalftrde-
lade och om o,,0,,0,, betecknar motsvarande standardosdkerheter?

1 1D-fallet far vi

2 2
g =le|=Ve" =2\ =0\ [T colrF W =0 —7‘1(1) ®)

For 2D och 3D definierar vi

B = o)
Oy = \IO_>2< +O_\? +O—§ (10)

respektive
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Om vi vidare antar att alla koordinatosidkerheter ar lika, dvs.
o, =0z =0, respektive o, =0, =0, =0, (ddr k star for koordinat),
sd overgar formlerna 9 och 10 i

o, = \/0',(2 + 0'k2 = \/20',(2 = \E'ka (11)
och

o, = \/qf +ol +o) = \/30'3 = \/g'ak (12)

Det ger fordelningarna

g, =+Jeh + &b =L\ + &l \/_” gh+el =
' ‘ (13)
2 2 2 2 2
_ 0y [&nté _ Oy O % O 2(2) x (2)
o 2 2 2 \F 4 It
2 Oy 2\ o, K 2

respektive

2 2 2
Oy \/g %
2 2 2 2
Ou |€x & | & _ O 3
=W X442 gL ){2(3):0m\/m
Bot o o B °

(14)

I Tabell 2.2.a redovisas konfidensintervall fér de absoluta/radiella
felen - utryckta som multipel av motsvarande standardosédkerhet -
for olika dimensioner. De géller under vissa forutsattningar, som vi
aterkommer till.

Tabell 2.2.a Konfidensintervall fér absoluta/radiella fel i 1D, 2D och 3D.
LEP = Linear Error Probable; CEP = Circular Error Probable; SEP = Spherical
Error Probable.

Dimension | Fragestall- P=50 % P=95% P=99 %
ning

1D P{e <ko,} k, =0,67 Kk =196 k =257
(LEP)

2D P{e, <k,0,} k,=083 k,=173 k,=215
(CEP)

3D P{s, <k,o,} k,=089 k,=161 Kk, =194
(SEP)
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Enligt formlerna 8,13 och 14 berdknas k-virdena i tabellen - de s.k.
tickningsfaktorerna - pa foljande sétt:

1Dk =4/;(j(1)/1
2D : K, =ﬁ/;(§(2)/2
3Dk, =4/;(j(3)/3

(15)
(16)

(17)

dvs. ur fordelningen 4/ 7°(f)/f dar antalet frihetsgrader f = dimen-

sionen och « = risknivin. 1— a = tickningsgraden, dvs. sannolikheten
PiTabell 2.2.a. I Tabell 2.2.b. berdknas k-véardena for a =5 %.

Tabell 2.2.b. Berdkning av k-vérden frén ;(2 -tabell (95 % t&ckningsgrad).)

Antal frifggtsgrader Zsz%(f) K :W
1 3,841 k, =+/3,841/1=1,96
2 5,991 k, =45,991/2=173
3 7,815 k, =+/7,815/3 =161

Ldt oss nu ndrma oss rapportens “huvudnummer” genom att
berdkna standardosdkerheten i ett avstand i planet (2D). Forst gor vi
pa traditionellt vis med hjalp av fortplantningsformeln for mdtosikerhet.

Vi skriver avstandet mellan A och B som

Opg = (N, =N, ) +(E, —E,)* = (AN, g* + AE,;° (18)

dar (N,,E,), (N, ,E,) dr andpunkternas koordinater (Northing respek-
tive Easting).

Foljande derivator berdknas

o, _ (Ng=N,) AN, (19
aNA dAB dAB
0de _ (Ng—N,) AN, 20)
oN, d,, d,,
odyy _ (Ey—E) _ AE, 1)
aEA dAB dAB
od,s _(Eg—E,) _AE, @)
OE d d

B AB AB
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Om bada dndpunkterna har standardosdkerheten o, = J2- o,
i plan - enligt Formel (11) - s& kan avstandets standardosdkerhet
berdknas via
o7, =(Seygr  (Doeygr  (Taoyor 4 (Saaygr -
ON, ON, oE, Ok,
AN ANE L AEL , AER

= o, =
2 k 2 k 2 k 2 k
d AB dAB d AB dAB

23
NG, o OEL,  ONL, o 0B, “
= d2 k + d2 k + d2 k d2 k —
AB AB AB AB
d? d; d;
=28 G2+ LB G2 =228 52 =20 =2(c; 12)=0}
dAB dAB AB
Dvs. i 2D gdller for standardosdkerheten i ett avstand att

Man kan visa att motsvarande uttryck for standardosdkerheten i ett
avstand i tre dimensioner - med dndpunkterna (X,)Y,,Z,) och

(X,.Y,,Z,) - blir

2 2 2 2 2 2
dyg k + k + k + k + k k
a8 d 2 d 2 d 2 d 2 d 2 d 2
AB AB AB AB AB AB
2
dAB
2
AB

2
=228 52 =207 =2(c) 13) =§a,,2,

(25)

2
Odpg = \/;Gm (26)

eftersom o,, = J3 -0, enligt Formel (12).

eller

En snabbare vég dr att vrida koordinatsystemet s att en av axlarna
sammanfaller med avstdndsvektorn. D4 dr det bara osdkerheten i
den koordinatdifferensen som paverkar osdkerheten i avstandet.

Om alla koordinatosidkerheter dr lika sa far vi alltsa
Oy, = E {|gB —5A|} = x/fak (27)

i bade 2D och 3D. Av det foljer direkt Formel (24) och (26) med hjalp
av Formel (11) respektive (12).

Vad géller da vid dterbesok, dvs. om avstandet d,; =0 ? Géller samma
formler da? Nej det gor de inte. Dar far vi soka andra végar.
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Aterbessk definieras som upprepade mitningar p4 samma punkt -
vanligen med ett tidsmellanrum for att t.ex. minska risken for
(tids)korrelation. Det vi mer precist soker dr standardosdkerheten for
skillnaden mellan ursprunglig mitning och ett dterbesok pa samma
punkt vid ett senare tillfdlle.

Ett aterbesok vid 2-dimensionell positionsbestimning - t.ex. GNSS-
maétning - ger feldifferensvektorn

gNl
EA:F 0 -1 o} £ {gm—gm} 28)
0 1 0 -1jje&, &gy — &gy
e

ddr & =[&,, & ] &r felen i den forsta positionsbestdimningen och

T _ .. .
g =|éey, &c,] drfeleniden andra.

Med hjdlp av denna vektor kan den sokta standardosdkerheten for
positionsskillnaden vid aterbesok i 2D (o,,, ) berdknas. Den fas ur

— T = 2 2

E{EA SA} = E{(gNl _gNZ) +(8E1 _5E2) } =
= E{gﬁl &5, =26 6, +Epq +EL, —2851552} = [okorr.matn.] =

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
= E{gm +&y, T E5 +EE2} =0y, T Oy, T 05, 0, =40, =20,

(29)
dvs.
Tpp =V2: 0 (30)

Vid ett aterbesdk vid 3-dimensionell positionsbestimning far vi pa
motsvarande sitt:

Ex1 7 €x2
I R (31)
717825
och
T 2 2 2
E{EA SA} - E{(g“ — &) (81 —&2) +(en 1) } N (32)
2 2 2 2 2 2 > 5
= O_Xl +O_X2 +O—Y1 +O—Y2 +JZl -l—()'zz = 60_k = ZUIII
ger
Op3p = \/E'O-m . (33)

Dvs. formlerna i 2D och 3D blir principiellt likadana.
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Nu har vi skaffat oss ndgra teoretiska verktyg for att analysera skill-
naden mellan méitosdkerheten i ett avstand och matosdkerheten i
skillnaden mellan ursprunglig matning och ett dterbesdk pd samma
punkt.

Det finns dock tva saker ytterligare att reda ut:

- Nar overgdr formlerna for avstand till formlerna for ater-

besok (d=0)?

- Vilka &r de tackningsfaktorer som ska kopplas till respektive
standardosdkerhet for berdkning av konfidensintervall och
toleranser?

Det sker genom de empiriska simuleringsstudierna i bilaga A, som
dven avser att verifiera de nyss hiarledda formlerna for standardosa-
kerheter. Ndr formlerna 6vergar i varandra dr svart att spekulera i,
men de intuitiva svaren pd den senare fragestillningen &r:

- Eftersom avstand dr en 1-dimensionell storhet sa bor tack-
ningsfaktorn hamtas fran raden 1D i Tabell 2.2, dvs. 1.96
vid 95 % tdckningsgrad.

- Tackningsfaktorerna for aterbesok bor dock hamtas fran
2D- respektive 3D-raden, dvs. 1.73 1 2D och 1.61 i 3D vid
95 % tackningsgrad.

Simuleringsstudien visar att dessa antaganden &r korrekta och veri-
tierar ovriga formler. Totalt har vi kommit fram till de varden som
redovisas i Tabell 2.5.

Tabell 2.5. Standardosédkerheter och konfidensintervall - fér avstdnd respek-
tive 8terbesék, i 2D och 3D.

Storhet 2D 3D
Standardosidkerheten oy /2 /3.0, ~0,816-0,
i avstand
Konfidensintervall 11,90, +1,9642 /3 -0, =+1,60-0,

for avstand (95 %)

Standardosikerheten J2-0,~1410, 2.0, ~141-0,
vid aterbesok

Konfidensintervall | +1,73.2 .6, =2,45-5,| *1,61:N2-0,,=2,28-0,
vid aterbesok (95 %)
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Studien visar ocksd att overgdngen mellan formlerna sker vid
mycket korta avstdnd. Med en métosdkerhet pd cm-niva sker over-
gdngen successivt under de sista centimetrarna. Ur praktisk
synvinkel dr det naturligtvis en tillracklig kunskap om hur den
processen fungerar.

N4gon liknande problematik finns inte i det en-dimensionella fallet,
eftersom begreppet “avstand” dd inte kan definieras pa motsvarande
satt.
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3 Hantering av asymmetri och
korrelation

I detta avsnitt hanteras de korrektioner som kan/bor goras i de fall
det finns asymmetri samt korrelation mellan koordinaterna eller mat-
ningarna.

3.1 Vantevarde och varians for kvadratiska
former av stokastiska variabler

Definiera den f-dimensionella stokastiska variabeln

™|
I

eN(0.,Q) (34)

dir matrisen Q bendmns varians-kovariansmatris och definieras som

Q=E{z"} () (35)
Definiera vidare den kvadratiska formen €' Mg dar M &r en symmet-
risk fxf-matris.

Denna kvadratiska form har da (Persson, 1981) vintevirdet *)
E{z"Mz} =t [E{z"Mz ]| =tr [E{Mzz" }| =

= tr {ME{zz" }} = tr {MQ}
och variansen
V{ETME} = 2tr {(MQMQ} (37)
dér tr { } betecknar spiret i en matris.
Lat oss ta ndgra exempel for att fa det hela mer konkret.

Exempel 3.1.a. Sitt M =loch Q =1, diar | betecknar enhetsmatrisen
(fxf). Det betyder att alla element i vektorn & dr N(0,1)-fordelade och
oberoende av varandra.

Da géller for vantevardet (Formel 36)

E{z'Mz}=E{z"z} = E{ng} =tr {MQ} =tr {I} =f  (38)

Y Formel (36) gdller édven fér andra férdelningar én normalférdelningen men det gér inte
Formel (37).
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och for variansen (Formel 37)
V{g"Mz} =2tr (MQMQ} =2tr {I-I-1-1} =2tr {I} =2f  (39)

Men enligt Formel (2) och (3) s& & £ Mg inget annat &n en
y°-fordelad stokastisk variabel med f frihetsgrader, dvs. vi har visat

E{x°(f)} =f (40)
och
VI ()} =2f (41)

Exempel 3.1.b. Om i stillet alla ¢ har variansen o?, dvs. om

Q =0o?l, s& far vi vantevirdet
E(F7 5=t Q) =tr o =0t ) =0 —o?  (42)
dér vi sdtter o7 = o’f . Variansen blir d&

V{gTz} =2tr Q%) =2tr {01} = 20"tr {1} =

4g2 2612 4 (43)
ot = 20°f _ 2(o°f) _ 20,
f f f
Om vi for en godtycklig Q -matris ansétter uttrycket
20}
2tr 1Q* 1 =—=1 44
Q== (44)
och loser ut
4
s 0
f=—F0 1 45
Q7] )

Sa far vi det antal “frihetsgrader” f som motsvarar variansen
\% {ET g } . D& kan vi - som en approximation - anvinda y*-tabellerna

dven ndr ¢ - elementen har olika standardosédkerhet och/eller nér
dessa element dr korrelerade.

3.2 Korrektion fér assymmetri och korrelation

Lat oss nu anvanda detta for att berdkna de korrektioner som
kan/bor goras p.g.a. asymmetri samt korrelation mellan koordinaterna
eller mdtningarna.

I tva dimensioner har en punkts kovariansmatris foljande principi-

ella utseende:
[QNN QNE J (46)
QNE QEE

dar Q, =07 och Q. =o7.

Teknisk rapport 2016:2 16 (27)



.. . 2_ 2 2 _ . 2 _ZN _ NN
Definiera vidare o, =oy+0f=Q +Q; d° = e samt
E EE

korrelationskoefficienten p =Qg / \JQu Qe -

Om Q. =Qg (0 =1 rdder symmetri och om Q. =0 (p=0) sd &r
matrisen diagonal, dvs. koordinaterna dr okorrelerade. Annars rader
asymmetri och/eller korrelation.

Da géller inte foregdende avsnitts formler for standardosédkerhets-
multiplar strikt, men med korrigeringen

f = o _ (Qun +Qee )’ _ Qi + Qe +2QunQee _
Quv +Qfe +2Que  Quv +Qee +2Q%  Quv +Qee +2Q

2 QEIN QEE QNNQEE 4 QNN
B A - L I W
@i Qe % ) g i1r Q. Qi
QEE QEE QNN QEE QEE QNNQEE
_1+9*+29°
1+q* +29%p°

(47)

kan Kk, approximativt berdknas som

K, =+ / 2211 (48)

OBS att Q =Q. =07 /2 och Q. =0 ger q=1 och p=0, dvs.
f.. =2. Det dr det storsta varde f.. kan anta; det minsta viardet dr 1,
alltsd 1<f,<2.

I tre dimensioner har en punkts kovariansmatris féljande principiella

utseende:
Q XX Q XY Q XZ
QXY QYY QYZ (49)
QXZ QYZ QZZ

dar Q =0}, Qy =0y och Q,, =0
Det ger korrektionsformeln:

for = O-:l /(Q>2<x +Q3Y +szz + 2Q>2(Y + 2Q>2<z + ZQ\fZ) =

(50)
= O-Izlll /(QriN +QéE +QL21U + ZQSE + 2Qﬁu + ZQéu)

dédr N, E och U star for North, East respektive Up.
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Det ger

Ky =22 (F) /.. (51)

OBSatt Q,, =Q,, =Q,, =0}, /3 ochalla Q

ij

=0 ger f..=3.Detér
det storsta vardet f... kan anta; det minsta vardet dr dven hir 1, alltsa
1£ f*** S 3 .

Lat oss nu ta ett exempel fran méatning med GNSS-teknik.

Exempel 3.2. Foljande forhallande brukar anses rdda mellan mat-
osdkerheten i plan och hojd:

_ _ f 2 2
Jhbjd - 2 ’ O-plan g O-Up - 2 O-Nor*[h + O-East (52)

Det ger forhdllandena:
o, =080y =Qu (53)
O = 0101 = Quy (54)
Otas =0.1- 03 =Qce (55)

Om vi dessutom antar att alla Q; =0 sa far vi
fo. =00 1(QF +Q% +Q7,)=1/(0,64+0,01+0,0) =152 (56)

Asymmetrin ger alltsa ett “tapp” fradn 3 till 1,52 frihetsgrader!

Tabell 3.2.a visar att detta medfor att tackningsfaktorerna vid 95 %
tackningsgrad darfor ska okas frdn 1,61 - den optimala i tre dimen-
sioner, se Tabell 2.2 - till ca 1,82, dvs. konfidensintervallet breddas i
motsvarande man enligt:

P{s, <1820, } ~95% (57)

Tabell 3.2.a. Korrigerade tédckningsfaktorer p& grund av asymmetri och/eller
korrelation. 95 % tédckningsgrad (5 % riskniv§).

f (alt. f.. eller f...) k = W
1 1,96
1,5 1,82
2 1,73
2,5 1,67
3 1,61
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Atminstone vid 95 % tickningsgrad tenderar tickningsfaktorerna att
ligga ganska samlade strax under 2, oberoende av dimensionen. Dar-
for kan man vanda pa steken, tillimpa 20 i samtliga dimensioner
och i stdllet kolla vilken tdckningsgrad det ger.

En sddan sammanstillning redovisas i Tabell 3.2.b, och vi kan
sammanfatta det hela med att 2o ger en tackningsgrad pa minst
95 % -1 en, tva och tre dimensioner. Det dr darfor GUM rekommen-
derar att 2o - dvs. tackningsfaktorn 2 - anvdnds genomgdende.

Tabell 3.2.b. Téckningsgrad fér 2o i en, tv8 och tre dimensioner.

20
1D 95 %
2D 95-98 %
3D 95-99 %
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Rapportens resultat kan sammanfattas i foljande punkter, vilka
lagger grunden till HMK:s hantering av ldgesosdkerhet:

- HMK:s treniva-princip 1o, 20, 3o relaterar till normal-
fordelningen. 1 o kan anvéndas till ett férdelningstest, 2 o
som en 95 % tolerans och 3 o for att definiera grova fel.

- Den teoretiska fordelningen ser litet olika ut i 1D, 2D resp.
3D - sédrskilt betrdffande 1. Men 2 o ger alltid en tdcknings-
grad pa minst 95 %, oavsett dimension.

- Den teoretiska tackningsfaktorn i 1D blir «f 72,1 /1= 1,9,

dvs. ganska néra 2. Vid total symmetri och okorrelerade
koordinater reduceras dock tdckningsfaktorn i 2D till

/ 72.(2)/2=1,73 och i 3D till wf 75.(3)/3=1,61.

- Dessa idealfall kan kompenseras f6r asymmetri/korrelation
genom berdkning av “fiktiva frihetsgrader”, som gor att d&ven
tackningsfaktorerna i 2D och 3D f6r 95 % nédrmar sig 2.

- Uttrycken for standardosékerhet, tackningsgrader och konfi-
densintervall dr olika for avstdnd respektive vid aterbesok,
se Tabell 2.5.

- Aterbesok r alltsd inte ett avstand = 0, men de olika ut-
trycken - for avstand resp. aterbesok - gor en ”“smygande”
overgdng i varandra nar avstandet ndrmar sig &ndpunkter-
nas standardosdkerhet.

- Ndgon liknande problematik finns inte i 1D, eftersom be-
greppet “avstand” dd inte kan definieras.

- For avstand anvander den "GUM-trogne” konfidensinter-
vallet +26, 12D och +2-2 /3.0, =%1,63-0,, i 3D. Vid
aterbesok anvands i GUM tackningsfaktorn 2\/5 ~ 2,8 ibade

2D och 3D. Dessa yttryck ger minst 95 % tdckningsgrad och
tar hojd for eventuell asymmetri/korrelation.

Avslutningsvis nagra GUM-influerade 2D-exempel pa hur konfi-
densintervallen kan tillimpas.
Exempel 4.a. For att stdlla upp toleranser.

En positionsbestdmning ska kontrolleras genom dterbesok. Stan-
dardosdkerheten i plan for varje bestimning bedéms vara 10 mm.
Toleransen for den radiella skillnaden mellan ursprunglig méatning

och kontrollmétning blir alltsd 24210 =+28 mm.
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Exempel 4.b. For att redovisa erhallen matosédkerhet.

Ett avstdnd har berdknats ur de bada @ndpunkternas koordinater.
Aven dessa har en standardosékerhet p4 10 mm i plan (2D). Av-
standsbestdamningen har alltsd en (utvidgad) matosédkerhet pd
2-10 = £20 mm (95 %).

Exempel 4.b ska inte blandas ihop med det fall dd avstdndet &r
direktmadtt, t.ex. med ett EDM-instrument. Detta illustreras med
ytterligare tvd exempel.

For att fa en méatosdkerhet som harmonierar med den i de tidigare
exemplen satter vi standardosdkerheten i det maétta avstandet till
7 mm, vilket motsvarar ca 10 mm i 2D.

Exempel 4.c. Toleranser vid direkt avstandsmétning.
Toleransen for skillnaden mellan tva direktmétta avstand blir, med
givna forutsattningar, 2\/5 -7 =420 mm.

Exempel 4.d. Konfidensintervall for direktmatta avstand.

Ett direktmatt avstand har, med givna forutsédttningar, en (utvid-
gad) médtosdkerhet pa 2-7 = £14 mm (95 %).

/End of Story
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- Tavhandlingen Persson, C-G (1981): On the Estimation of
Variance Components in Linear Models, KTH, Stockholm, ges
kompletta hdrledningar av formlerna i avsnitt 3.1. Dadrifrdn
kommer dven idéerna om att kompensera for korrelation-
/asymmetri med hjdlp av “fiktiva frihetsgrader” i avsnitt 3.2.

- Samtliga HMK-dokument, d&ven de dldre fran 1990-talet, nas
via HMK:s hemsida: www.lantmateriet.se/ HMK

- Nuvarande version av GUM-dokumentet JCGM 100:2008
forvaltas av konsortiet Joint Committee for Guides in Metrology
(JCGM).
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http://www.lantmateriet.se/HMK
http://www.bipm.org/en/publications/guides/gum.html

Den teori som beskrivs ligger till grund for mycket av synsittet i
HMK - savil i de dldre handbdckerna som i de nya som nu haller pd
att utvecklas. Som litet av “pappa” till den teoribildningen har jag
lange kant ett behov av att dokumentera tankegangarna. Det borjar
bli dags nu eftersom jag har gatt i pension - som ett testamente till
dem som ska ansvara for den fortsatta HMK-férvaltningen.

Dessutom har Milan Horemuz, KTH, och Patric Jansson, Trafik-
verket, aktualiserat frdgorna pa sistone. Detta kopplat till de GUM-
kurser for yrkesverksamma som KTH har hallit under de senaste
dren. Aven i det sammanhanget saknas delar av de teoretiska grund-
valarna och KTH ser dessutom ett visst behov av att ha ett underlag
for att kunna belysa dem inom den reguljdra geodesiundervisningen.

Hall till godo! /CGP
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A Standardosakerheten i ett
avstand och vid dterbesdk - en
simuleringsstudie

Har verifieras ndgra av de uttryck som har berorts tidigare i texten

genom Monte Carlo-simulering.

A.l Positionsbestamning i 2D
I planet (2D) har foljande MATLAB-rutin anvénts.

clear all;clc;echo off;format long;format compact;

sigma2=input ('Ange standardavvikelse i plan (mm) ':); % and-
punkternas standardavvikelse i plan

dist=input ('Ange punktavstand (meter): 'Y;% "sant" avstand
sim=input ('Ange antal simuleringar: ")

[}

% Standardosdkerheten 1 avstand
fel=zeros(sim, 1) ;
for i=1:sim;
x1=normrnd (0, 1) *sigma2/sqrt (2) ;
yl=normrnd (0, 1) *sigma2/sqrt (2) ;
x2=dist*1000+normrnd (0,1) *sigma2/sqrt (2) ;
y2=normrnd (0, 1) *sigma2/sqrt (2) ;
deltax=(x1-x2);deltay=(yl-v2);
distskatt=sqrt (deltax”2+deltay”2);
fel(i,1l)=abs (distskatt-dist*1000); % absolutfel i mm
end;
display (' ");
sigmaskatt=sqrt (fel'*fel/sim) % skattade standardosidkerheten
mellan de tva positionsbestdmningarna

o)

p95=abs (quantile (fel, 0.95));% empiriska 95 % percentilen

o)

t95=p95/sigmaskatt % empiriska tackningsfaktorn for 95 %

Exempel A.l.a. En kdrning med standardosdkerheten i plan satt till
10 mm och avstandet till 100 meter ger (1 miljon simuleringar):

Ange standardavvikelse i plan (mm): 10
Ange punktavstand (meter): 100
Ange antal simuleringar: 1000000
sigmaskatt =

10.004557354256228
t95 =

1.960381256559582

Dvs. avstandets standardosdkerhet d&r 10 mm (= &ndpunkternas stan-
dardosékerhet i plan) och tdckningsfaktorn for 95 % tackningsgrad
blir 1.96, precis som fér den 1-dimensionella normalférdelningen.
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Exempel A.1.b. En motsvarande korning med standardosédkerheten i
plan satt till 10 mm och avstandet till 0 meter (dterbesok) ger:

Ange standardavvikelse i plan (mm): 10
Ange punktavstand (meter): O
Ange antal simuleringar: 1000000

sigmaskatt =
14.137468115217795

t95 =
1.729945467854175

Dvs. avstandets standardosdkerhet dr 14.14 mm (= dndpunkternas
standardosédkerhet i plan multiplicerad med +2) och ticknings-
faktorn for 95 % tdckningsgrad blir 1.73, precis som for den 2-
dimensionella normalférdelningen.

A.2 Positionsbestamning i 3D
I rymden (3D) har MatLab-rutinen modifierats till

clear all;clc;echo off;format long;format compact;

sigma3=input ('Ange standardavvikelse i 3D (mm) : "Y; % and-
punkternas standardavvikelse i plan

dist=input ('Ange punktavstand (meter): ');% "sant" avstand
sim=input ('Ange antal simuleringar: ")

o)

% Standardosdkerheten 1 avstand

fel=zeros(sim, 1) ;

for i=1l:sim;
x1=normrnd (0, 1) *sigma3/sqrt (3);
yl=normrnd (0, 1) *sigma3/sqrt (3);
zl=normrnd (0,1) *sigma3/sqrt (3) ;
x2=dist*1000+normrnd (0, 1) *sigma3/sqrt (3) ;
y2=normrnd (0, 1) *sigma3/sqrt (3);
z2=normrnd (0,1) *sigma3/sqrt (3) ;
deltax=(x1l-x2);deltay=(yl-y2);
deltaz=(z1-z2);
distskatt=sqrt (deltax"2+deltay”2+deltaz”"?2);
fel(i,1l)=abs(distskatt-dist*1000);%a bsolutfel i mm

end;

display (' '");

sigmaskatt=sqrt (fel'*fel/sim)% skattade standardosakerheten

mellan de tva positionsbestdmningarna

p95=abs (quantile(fel,0.95));% empiriska 95 % percentilen
t95=p95/sigmaskatt % empiriska tackningsfaktorn for 95 %

Exempel A.2.a. En koérning med standardosédkerheten i 3D satt till 10
mm och avstdndet till 100 meter ger (1 miljon simuleringar):

Ange standardavvikelse i 3D (mm): 10
Ange punktavstand (meter): 100
Ange antal simuleringar: 1000000
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sigmaskatt =
8.164957258645801

t95 =

1.959115791290670
Dvs. avstandets standardosdkerhet dr 8.165 mm (= dndpunkternas
standardosikerhet i plan multiplicerad med 2/3) och ticknings-
taktorn for 95 % tackningsgrad blir 1.96, precis som fér den 1-dimen-
sionella normalférdelningen.

Exempel A.2.b. En motsvarande korning med standardosédkerheten i
3D satt till 10 mm och avstandet till 0 meter (dterbesok) ger:

Ange standardavvikelse i 3D (mm): 10
Ange punktavstand (meter): 0
Ange antal simuleringar: 1000000

sigmaskatt =

14.136220251115105
£95 =

1.613858489482438

Dvs. avstdndets standardosdkerhet dr 14.14 mm (= @ndpunkternas
standardosékerhet i 3D multiplicerad med /2 ) och tickningsfaktorn
for 95 % tackningsgrad blir 1.61, precis som f6r den 3-dimensionella
normalfordelningen.

A.3 Sammanstallning

2,2

2
18 1/
1,6
1,4 A

127 \ e Seriel

1 N ——

e Serie2

0,8
0,6
04
02 +
O“IIIIIIII:I:I:I=I=I=I

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figur A.3.a. I bl4tt (Serie 1) visas standardosékerheten i ett avstdnd i 2D

d8 dndpunkterna har standardosédkerheten 1 cm i plan och avstdndet &r mellan
0 och 10 centimeter. I rétt (Serie 2) visas motsvarande tdckningsfaktor for

95 %.
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Figur A.3.b. I bl4tt (Serie 1) visas standardosdkerheten i ett avstdnd i 3D

d8 dndpunkterna har standardosékerheten 1 cm i rymden och avst8ndet &r
mellan 0 och 10 centimeter. I rétt (Serie 2)visas motsvarande tdckningsfaktor
for 95 %.

Nar overgar dd standardosédkerheten frdn 10 till 14.14 mm i 2D - och
fran 8.16 till 14.14 mm i 3D? Och nér overgdr tackningsfaktorn for
95 % fran 1.96 till 1.73 i 2D - och frdn 1.96 till 1.61 i 3D? Det visas i
Figur A.3.a och A.3.b. OBS att enheten for standardosédkerhet dar &r
cm for att bada kurvorna ska kunna visas i samma figur. 1 miljon
simuleringar.

Som synes dndras vardena under de sista centimetrarna, dvs. dd av-
stdndet tangerar andpunkternas standardosdkerhet 10 mm. Fram till
dess sa finns det en definierad riktning - den mellan (de teoretiska)
dndpunkterna - som avstandsosdkerheten projiceras pa.

Men den sista biten definieras denna riktning i stéllet av felets rikt-
ning, dvs. av &,:s riktning. Eftersom ingen projicering sker i det
senare fallet sa 6kar vardena da avstdndet ndarmar sig noll.

Dvs. om punktavstdndet dr ungefdr lika med standardosdkerheten
sd borjar det bli svart att tydligt avgora om det &r frdga om tva olika
punkter eller ett dterbesok pd en och samma punkt.

OBS: MATLAB-rutinerna i detta appendix dr endast avsedda att
redovisa hur simuleringarna dr utfoérda och vilka formler som
har anvénts. Som gammal FORTRAN-programmerare anvander
jag ofta den syntaxen i stéllet for att utnyttja MATLAB:s utvid-
gade, modernare mojligheter. Milan Horemuz har dock pétalat
att rutinerna kan goras ca 200 ganger snabbare om man ersitter
for-slingorna med vektoroperationer. © /CGP
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