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1. Jordmodeller

En ellips beskrivs med hjélp av de tva axlarna a och b enligt:
X 7z
dér a ar halva storaxeln och b ar halva lillaxeln (se Figur 1.1).
Rotataionsellipsoiden beskrivs dé enligt:
Xy z7
a’ b’
diar X, Y och Z ar givna 1 ett koordinatsystem med origo i rotataionsellipsoidens (ellipsoidisk
jordmodell) mittpunkt (dvs. ett geocentriskt kartesiskt koordinatsystem, se Figur 1.1).

=1 (1.2)

Figur 1.1. Rotationselliposid med axlarna a och b. X, Y och Z utgor ett geocentriskt kartesiskt
koordinatsystem.

Avplattningen (f) pa rotationsellipsoiden ér definierat som:
a—>b
a

f=

(1.3)

Samband for att transformera mellan ett sfériskt koordinatsystem och ett geocentriskt kartesiskt
koordinatsystem:

X =(R+h,)cosp, cosA,
Y=(R+h,)cosp, sinA, (1.4)
Z=(R+h)sing,

ddr R dr jordradien (kan approximeras till 6 370 000 m), ¢, ar sfarisk latitud, As dr sfarisk
longitud och /4, dr hojd Gver sfaren.



Omvint samband defineras enligt:

tan A _r
. ¢

+

ho=AX*+Y*+Z*>-R

s

tang, =

Sambandet for att transformera mellan ett geografiskt koordinatsystem (latitud (¢) longitud (1)
och hojd over ellipsoiden (/1)) och ett geocentriskt kartesiskt koordinatsystem ar:

X =(N+h)cospcos A
Y =(N+h)cospsin i (1.6)
Z=(N(-e*)+h)sing

dar N ér tvdrkrokningsradien och e ér den forsta excentriciteten. Dessa bada parametrar bestdms
av ellipsoidens form och definieras som:

& =2f-f"
a (1.7)
1—e’(singp)’

N =

Det inversa sambandet mellan kartesiska koordinater och geografiska koordinater ges av
foljande formelsamband:

tan A =

N x|~

ac’ sin @)’
+£\/1—e2 J( ) (1.8)

p' —ae*(cosO)

tan @ =

dar
p ' =vX*+Y? och

tand = 2
pAl—e

2

1.1. Avstandsberdkningar
Euklidiskt avstand:

dy =(X, =X, +(Y,-Y,)’ +(Z,-Z,) (1.9)



Sfariskt avstand (se beteckningar i Figur 1.2):
d, =Ry (1.10)

cosy =sing_,sing , +cose, , cos@, ,cos(4, , — 4, ;) (1.11)

dér R dr jordradien (kan approximeras till 6 370 000 m) och y &r bagavstindet.

Figur 1.2. Sfdriskt avstand (dy).

2. Kartprojektioner

Omrékning av sfériska koordinater till koordinater i Mercatorprojektionen (N, E):

N=R ln(tan(z + &D (2.1)
4 2

E=RA,

dar sfarsik latitud (¢s) och sfarisk longitud (4s) anges i radianer.

3. Hojdsystem
For konvertering mellan olika hdjdsystem anvénds:
H=h-N (3.1)

h =hojden 6ver ellipsoiden,
H = hojden over geoiden, och
N = geoidhojd.

Samband mellan héjden 6ver ellipsoiden i SWEREF99, geoidhéjden i SWEN17 RH2000 och
hojden 6ver havet 1 RH 2000 ar:

H gira000 = Mswereros — N, SWEN17 _ RH 2000 (3.2)



4. Koordinattransformationer

Helmerttransformation (likformig transformation) i tvd dimensioner ges av (se beteckningar i

Figur 4.1):
E E E:
[ P}:{ °}+mR{ ﬁ’} 4.1
NP NO NP

dér m ar skalfaktorn och Rz dr den tvadimensionella rotationsmatrisen.
N &

Y

Figur 4.1. Helmerttransformation.

Den tvadimensionella rotationsmatrisen Rz dr en funktion av vridningen a och definieras som:

cosa —sina
R, = 4.2)

sina cosa

Om man anvénder uttrycket for rotationsmatrisen Ro i formel 4.1 erhalls f6ljande samband for
Helmerttransformationen:
E,=E,+E, m cosa—N, m sina

, . , (4.3)
N,=N,+E, m sma+N, m cosa



5. Matutrustning

Samband mellan vaglingd (1), utbredningshastighet (c¢) och frekvens (f) for elektromagnetiska
Vagor:

c
A=— (5.1
f
Utbredningshastigheten, ¢, berdknas enligt:
n=20 (5.2)
c

dir ¢, ér ljushastigheten i vacuum (2,99792458+10% m/s) och n ér brytningsindex.

Langdberdkning med impulsinstrument:

¢t
d==2 53
> (53)
dér ¢ ar gangtiden.
Langdberdkning med fasskillnadsmétning:
d=N A + A (5.4)
2 2

dar N dr antalet hela vaglingder och 44 dr den mot fasskillnaden svarande delen av en hel
vaglangd.

Givet fran fasrdknaren &r fasskillnaden, A, och den resterande delen av en viglingd som
svarar mot denna fasskillnad blir da:

AL=22, (5.5)
2r
Det andra momentet &r att bestimma antalet hela vaglingder (N). Om vi i ekvation (5.4) sétter
A/2=U och 44/2=R, sa far vi:
d=NU+R (5.6)

U kallas ocksd for enhetsldngd och hela antalet hela vaglingder kan berdknas om vi miéter
langden med olika frekvenser. Vi far da:

f: d=NU+R
f: d=N,U,+R, 5

f: d=N,U,+R,

Ekvationssystemet kan I6sas genom att vélja fi sa att U; alltid ar storre &n den matta strackan. Da
iar N/=0 och den forsta ekvationen dr d=R;, och vi har en entydig 16sning av strickan d.
Losningen begriansas dock av upplosningen i fasmétningen.



6. Matmetoder
Formeln for en orienterad riktning mellan punkterna 4 och B lyder:
E,—-E AE
= arctan(—2——=) = arctan(— 6.1
P4 ( N, ) ( AN) (6.1)
ddr man maéste halla reda pa i vilken kvadrant riktningen ligger.

Formeln for avstand har utseendet:

dy =\(Ny=N,) +(E, —E,)* =JAN? + AE’ 6.2)

Koordinatberdkning vid poldr mdtning sker enligt foljande (se Figur 6.1):
N,=N,+dcos(p+ ) (6.3)
E,=E, +dsin(p+ f)

Bakatobjekt
B Inmatt/utsatt detalj
On.._ !
Tt B
DTSR d
A
Stationspunkt
Figur 6.1. Poldr mdtning
Grundprincipen vid avvdgning formuleras som (se Figur 6.2):
B=F+Ah< Ah=B-F (6.4)
Mitriktning
-------- >

] Avldsning
] framat = F
Avlédsning
bakat =B

I Héjdskillnad Ak

Figur 6.2. Grundprincipen vid avvdgning.

Den kompletta formeln for trigonometrisk héjdmdtning mellan punkterna 4 och B lyder (se
Figur 6.3):
I*sin®z-(1-0.14)

AH ,, =H,—-H,=(h,—h)+Icosz+ 7R

(6.5)

diar AH ér hojdskillnad och H, betecknar hojd. Den sista termen dr korrektionen for jord-

krokning och refraktion. R (jordens krokningsradie) varierar beroende pa var man befinner sig pa
jorden; i Sverige kan R sittas till 6 390 km.



T

Ah=[*cosz

h I Instrument
|
A
Figur 6.3. Trigonometrisk héjdmdtning.

6.1 Areaformeln

Arean av en polygon (a) dér koordinaterna &r kidnda for begransningspunkterna och dir
begrinsningslinjerna mellan punkterna &r réta linjer beréknas enligt formeln:

1 n
a =EZN:'(E5+1 -E.) (6.6)
=1

dér

Ni = N-koordinat for en brytpunkt pa polygonen

E; = E-koordinat for en brytpunkt pa polygonen, och
n ar antalet brytpunkter.

Observera att punkterna ska numreras 1 medsols (medurs) ordning (se Figur 6.4).

@71, E1)

(114, E4)
(173, E3)

Figur 6.4. Punktnumrering vid areaformeln. Observera att sista punkten (hdr 4) ocksa far
beteckningen noll och att forsta punkten ocksd far beteckningen n+1 (hdr 5), ddr n dr antalet
brytpunkter. Detta dr ett krav for att indexen i formel 6.6 ska bli korrekta.



7 Matosakerhet och minsta kvadratberaknigar

7.1 Matosakerhet

Standardosdkerheten i en enskild mitning / i en métserie dr detsamma som standardavvikelsen:

u(l) = u, =J#i<7—4)2 =J#ivf (1.1)

(n-1)3 (n-1)'3

dir / ir medeltalet

=13y (7.2)
n

n ar antalet métningar och n—1 antalet dverbestimningar. v, bendmns forbattring.

Ett viktat medeltal berdknas som:

n n

- pl+plL+...+pl
[, = => pl/) p (7.3)
F P+ Dy Fot P, ; ;

dir p, betecknar respektive mitnings vikt. Motsvarigheten till standardavvikelsen bendmns
viktsenhetens standardosdkerhet och berdknas enligt:

1 n _ 1 n
U, = \/;Zpi(lf’ —ll.)2 = \/—Zpiviz (7.4)
i=1 i=1

n—14

ur vilken den enskilda métningens standardosidkerhet kan berdknas som:
u(l)=u,/\p, (7.5)

Sammanlagd standardosdkerhet ér en tillimpning av lagen om fortplantning av métosdkerhet pa
formeln:

x=f(,l,L,....) (7.6)
Denna ”lag” lyder:

w (X)) =ciu’ () +cu’ (L) +cu’ () + ... (7.7)

De partiella derivatorna ¢, = % bendmns kdnslighetsfaktorer. Indexet c star for combined.

i

Tillampning av fortplantningslagen ger f6ljande formler for berdkning av (det enkla) medeltalets
standardosdkerhet:

u()=u(l)/\n=u,/\In (7.8)

och det viktade medeltalets standardosdkerhet:

u(l_P):uP/Q’Zn:pi (7.9)

Uys (X) = ko5 u(X) (7.10)

Utvidgad mdtosdkerhet berdknas som:

(for skattningen x). k,s &r taickningsfaktorn och 95 tickningsgraden i %.



7.2 Minsta-kvadratutjamning med matriser

Inversen till en 2*2-matris B berdknas enligt:

-1
(bll blzj _ 1 ( bzz _blzj (7 11)
b21 bzz b11b22 - b21b12 _b21 bll
Observationsekvationerna vid elementutjamning formuleras som:
Ax=1+v (7.12)
=
4, 4, % I, Vi
: N I ) R ER
Anl .“ Anm )%m ln vn

dir A (n*m) ar koefficientmatrisen, som anger sambandet mellan » stycken métningar 1 och m
stycken obekanta, som skattas av x. Vektorn v innehaller forbattringarna.

Genom att 16sa normalekvationerna:

A"PAX=A"PI (7.13)
dir A" betecknar matrisen A :s transponat, erhlls minsta-kvadratskattningarna:
x=(A"PA)'A'PI (7.14)
P betecknar viktsmatrisen:
£, 0
P= (7.15)
0 P

nn

som, liksom enhetsmatrisen, dr en diagonalmatris, dir p, = P,.

Viktsenhetens standardosékerhet ges av (jfr 7.4):

T
u, = Y2V (7.16)
n—m

och skattningarnas varians-kovariansmatris av:

uw’(®) ... u(x,%,)
Q. =u;(A"PA)"' = : : (7.17)
u(E, %) ()
Skattningarnas korrelation kan mitas med (jfr 7.23):
u(x;,x;) u(x;,x,)

JEGywd(R)  uG)u()

(7.18)

Pi

och standardosidkerheten for en (linjar) funktion fx av de obekanta ges av:

u’ (fX) =fQ " =u f(A"PA)'f" (7.19)



7.3 Regression och korrelation
Linjdr regression gér ut pé att anpassa en rét linje (se Figur 7.1):
y=a+bx (7.20)

till parvisa mitdata 1 tva serier. Observera att vi hir anvinder matematiska definitioner pa x och
V.

Figur 7.1. Linjdr regression
Grundformeln (8.12) ger ekvationssystemet:

1 x 32! Y
SR R RN F (7.21)
1 [bJ

xn y n v}'l

D>

Utifrén detta kan man sedan berdkna skattningarna pa parametrarna a och b, osékerhetsmatt etc.
pa sedvanligt manér. Det finns dock ett battre sitt, se nedan.

Kovariansen mellan tva maétserier:

n

Z('xi _f)(yi _)_’)

u(x,y) === — (7.22)

mater graden av samvariation. Korrelationskoefficienten dr en normerad kovarians, ett tal mellan
-1 och +1, som berdknas som (jfr 7.18):

> (5 =)0, - )

Py = = (7.23)
\/Z('xi _f)z \/Z(yi _J_/)z
i=1 i=1
Med hjélp av denna storhet kan formeln for linjér regression skrivas om till:
_ u —
y=3+p, " (xx) (7.24)

u(x)
som endast utnyttjar medeltalen (X, y ), standardavvikelserna (u(x),u(y)) samt korrelations-

koefficienten p, . Linjeanpassningen dr meningsfull bara om | ny| >0,7 (grov tumregel).



8 Grundlaggande teorier om GNSS

Linjért ekvationssystem for berdkning av koordinaterna hos mottagarna pm genom kénnedom
om avsténdet mellan satellit och mottagare |p| samt satelliternas koordinater p° :

o] =[p* —pu] (8.1)
Det blir en ekvation for varje satellit.

8.1 Observationsekvationer

Kodmatning

Psudoavstandet mellan mottagaren och satelliten (R) uttrycks enligt:

R=p+c(5, -5%) (8.2)

dir &, &r mottagarens klockkorrektion, 5° dr satellitens klockkorrektion och p #r geometriskt
avstand mellan mottagaren M och satelliten S:

p=c(t,(GPS)~1°(GPS)) = JOXFE =X, P+ (Y =Y, +(Z° -2, ) (8.3)

dir X°,Y",Z" ar satellitens koordinater, X oYy, Z,, ar mottagarens sokta koordinater och c ér

ljusets hastighet.

Mottagarens klockkorrektion (J,, ) och satellitens klockkorrektion (5° ) anviinds for att berikna
systemtiden (GPS) for mottagningstiden ¢,, och séndningstiden ¢°:

t,(GPS)=t, -0, (8.4)
t*(GPS)=t* -¢8°
Ett ekvationssystem skapas ur formel (8.3) och (8.4) dir (X,,,Y,,.Z,,,0,,) ér obekanta; darfor

behovs det minst fyra satelliter for positionsbestimning i 3D.

Fasmatning

Fasmaitning skiljer sig fran kodmétning bara genom periodobekanta. Darfor ersétter vi R med ¢
och adderar periodobekanta (N ) i formel (8.2). D4 fas:

Ap=®=p+c(5, —55)+ AN (8.5)

dar A &r biarvaglangd och @ ar fasmétning uttryckt i meter.



Observationsekvationer med felkallor

Observationsekvationerna, med felkillorna inkluderade, kan skrivas som:

O =p+1 Nl+c(5M—5S)—I+T+O+MP“+511

2
®,=p+1, N, +c(5M —65)—J%I+T+O+MP12 +&,
/2 (8.6)
R, =p+c(§M —§S)+I+T+O+MP21 +&,

2
R, =p+c(5M —55)+%1+T+0+MP22 +é&,,

2

dér index 1 och 2 betecknar bérvdg L1 och L2, f ér frekvens, [ och T &dr jonosférisk resp.
troposfarisk effekt, O ér radiellt satellitpositionsfel, MP idr flervigsfel och ¢ dr slumpmaissiga
observationsfel.

8.2 Matematisk modell fér positionsbestamning

Matematisk modell f6r positionsbestimning &r:

Ry, —pS, +cd° =1, —-Ty —¢=a,dX +a)dY +a,dZ +¢5,, (8.7)

dir R} dr pseudoavstindet mitt av mottagaren M till satelliten S, p;,, 4r det geometriska

avstdndet berdknat m.h.a. mottagarens narmekoordinater X,,,,Y;,,,Z,,, och koefficienterna a &r

de partiella derivatorna av p;, med avseende p& mottagarens koordinater, berdknat i punkten
(Xom, Yom, Zom).
Ekvationerna uttrycks enligt i matrisform till ekvationssystemet:
A+ v=Adx (8.8)
med minsta-kvadratlsningen:
dx=(ATA)"' AL (8.9)
Vektorn A innehaller vansterledet i formel (9.7).

Varje rad 1 koefficientmatrisen A innehaller tre kolumner med koefficienterna a samt en kolumn
med 1:or och elementen i vektorn dx ar skattningarna av de obekanta parametrarna dX, dY, dZ
och 0,,. Antalet rader i A och A ir lika med antalet observationer.

Diagonalelementen i matrisen Q =(A"A)™" anviinds for berikning av de s.k. DOP-talen (DOP =
Dilution Of Precision) som &r kvalitetsmatt:

PDOP = \/QXX +0y +0,,
GDOP = \/QXX +0y +0,, + 05

I praktiken spelar det ingen roll vilken DOP som anvinds, normalt ligger viardena mellan 1 och
3. Vérden mindre @n 7 &r acceptabla.

(8.10)




Om observationer pa bigge frekvenser finns sa kan man forma en s.k. jonosfarsfri kombination
enligt:

2 2
R3=%:p+c(5M—5s)+T+O+MP3+€3 (8.11)
1 2

dir T ar troposfarisk effekt, O ar radiellt satellitpositionsfel, MP ar flervdgsfel och & ar
slumpmaissiga observationsfel.
Relativpositionering

Enkeldifferens mellan fas- eller kodobservationer utférda fran tvd mottagare till en satellit
uttryckts enligt:

O3y =D -y =ply+¢8,, + AN, + 15, + Ty, + 05 + MP;, + &5, (8.12)
Dir index 4B betyder differens mellan parametrarna for 4 och B, t.ex. N5, = NS — N .
Allmént giller:
I3, —>0;T;, — 0,05, >0 om avstandet AB — 0 (8.13)

I praktiken &r dessa differenser aldrig lika med noll, men de dr forsumbara for korta baslinjer:
I3, och T3, dr forsumbara for baslinjer kortare dn ca 15 km och O3, for baslinjer kortare &n ca
100 km.

For att 4ven eliminera mottagarnas klockfel bildar man dubbeldifferenser: differensen mellan tva
enkeldifferenser. For korta baslinjer kan vi skriva enkeldifferenserna for satelliterna S och T

som:
(DiB = pfw + 05,43 + ﬂleB +MPASB + 8jB (8.14)
(I)ZB = pZB + C§AB + /’i'lNZB +MPATB + gATB

Dubbeldifferensen formas som differensen @3, = ®°, — @’ :

Dy = Dy =Py = Pl + ANy + MPyy + 85 (8.15)
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