GUM — ett exempel (Typ A)

Detta exempel avser att klargora GUMs terminologi samt att ganska detaljerat beskriva ar-
betsgangen, beteckningarna, berakningsmetoderna och redovisningsprinciperna. Vissa refe-
renser/Oversattningar gors aven till den etablerade svenska matningstekniska terminologin.

Problemet: Flygande hojdtag i en tunnel

Uppgiften ar att berdkna héjden pa en fix inne i en tunnel. Ett hojdtag markeras bestaende av
startpunkt, slutpunkt (vars hojd soks) samt tva hjalpfixar, se figuren.
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Sambandet mellan in- och utstorheterna
Det "flygande” hojdtaget bestar alltsa av tre delstrackor: X,, X,, X, . Om vi for enkelhets
skull satter startpunktens hojd till 0, sa far vi ekvationen:

Y =X +X,+X,

dar Y ar den sokta hojden. Denna “grundekvation” faststaller sambandet mellan instorheterna
och utstorheten, dvs. den matstorhet vi ytterst vill ha kunskap om.

Eftersom det alltsa inte gar att ansluta hojdtaget sa gors upprepade matningar av varje del-
stracka — fler ju langre in i tunneln man kommer. Resultatet redovisas i foljande tabell. Enhe-
ten &r meter och x; ar en méatning av storheten X,. n, ar antalet matningar i varje serie.

% (n,=4) X, (n,=6) X, (n,=8)
5,1240 0,6262 3,2592
5,1148 0,6125 3,2516
5,1147 0,6355 3,2421
5,1202 0,6067 3,2580

- 0,6224 3,2649
- 0,6253 3,2696
- - 3,2501
- - 3,2597

Instorheterna och deras standardosakerheter
Berakning av medeltal och standardavvikelse for ovanstaende matserier ger:

Beteckning X, X, Xy

Medeltal X 5118425 m | 0,621433 m | 3,256900 m
Standardmétosékerhet u(x)=s 4,5184 mm | 10,3282 mm | 8,7260 mm
(for en enskild matning)
Medeltalets u(x) = U(Xi)/\/n_i 2,2592 mm | 4,2165 mm | 3,0851 mm
standardosakerhet

=5 /\/rTi
Frihetsgrader v =n-1 4-1=3 6-1=5 8-1=7




Standardmaétoséakerheten (eller standardosakerheten) ar den vanliga standardavvikelsen (s;)

eller "medelfelet”. ”"Medeltalets medelfel” bendmns i GUM medeltalets standardosékerhet.
Frihetsgrader & samma sak som antalet 6verbestdmningar.

| dessa forberedande steg bér man ta med manga siffror i berdkningarna. Avrundning sker i
slutresultatet.

Berdkning av utstorheten

Utstorheten/matstorheten foljer direkt av "grundekvationen” ovan, dvs. av sambandet mellan
instorheterna och utstorheten. VVart matresultat blir alltsa:

y=X+X,+X,=5118425+0,621433+3,256900 = 8,996758 m

Berdkning av kanslighetsfaktorerna och den sammanlagda
standardosakerheten

For att daven kunna skatta utstorhetens matosakerhet kréavs forst att vi beraknar hur ett fel i
resp. instorhet paverkar felet i utstorheten. Det gors m.h.a. kanslighetsfaktorerna

S5Y
C=—
S5X,

Dessa faktorer satts sedan in tillsammans med instorheternas standardosakerheter i lagen om
fortplantning av matosakerhet ("medelfelets fortplantningslag)

uZ(y) = c2u? (X)) + C2u?(X,) + C2U2(X,)......

U, (y) = [3 e (x)

dar u,(y) ar den sammanlagda standardosékerheten for utstorheten y (c star for “combined”

eller

och u?(?) benamns varians).

| vart exempel far vi

dvs.

U, (y) = U2 (%) + U2 (X, ) + U2(R,)

eller med siffror:

u, (y) =+/2,2592° + 4, 2165 + 3,0851° =5,6921 mm

som avrundas till 5,7 mm, eftersom matosakerhet standardmassigt anges med tva siffror.

Bestamning av tdckningsfaktor och berékning av utvidgad mat-
osakerhet

Om man forutsatter normalférdelning, vilket ofta — som i vart fall — ar ett rimligt antagande,
sa ger intervallet

+standardosékerheten



bara ca. 68% konfidensniva, dvs i ungefar 1/3 av fallen sa ligger den sokta (ut)storheten utan-
for detta intervall. Darfor brukar man “forlanga” intervallet genom att multiplicera med en
tackningsfaktor k. Denna forlangning bendmns utvidgad matosakerhet.

Mycket vanligt &r uttrycket
+1,96u(Xx)

dar alltsa k =1,96 (avrundat k = 2 ). Om standardosékerheten u(x) ar kand sa ger detta inter-

vall 95% konfidensniva. Det har fatt bilda skola inom tillampningen av GUM, dvs. k =2
och/eller konfidensnivan 95% bor i forsta hand anvandas vid berakningen av utvidgad mat-
osakerhet.

Eftersom standardosakerheten (for instorheterna) i vart fall inte var kand utan skattades fran
maétningarna bor vi tillampa t-fordelningen i stéllet for normalférdelningen vid berékningen.
Om vi vill behalla konfidensnivan 95% sa kommer var tackningsfaktor darigenom att bli
nagot storre an 2.

Men hur manga frihetsgrader blir det da i skattningen av den sammanlagda standardosakerhe-
ten, da man utgdr fran att antalet frihetsgrader fran instorheterna ar 3, 5 resp. 7?

I GUM ges en formel for denna uppskattning. Den bendmns Wech-Satterthwaites formel och
lyder:

u; (y)
szULl(Yi)

i b

eff

dar v, ar det effektiva antalet frihetsgrader for den sammanlagda standardosakerheten och o,
ar antalet frihetsgrader i skattningen av resp. instorhets standardoséakerhet. v,, kan aldrig bli

storre &n summan av instorheternas frihetsgrader (i vart fall har vi v, <3+5+7=15).

[

Med exemplets siffror erhalls:

4
Uy = 7 >,6921 7 - ~12 frihetsgrader
2,2592 +4,2165 +3,0851
3 5 7

Tabellvardet i t-fordelningen for konfidensnivan 95% och 12 frihetsgrader ar:
t,(12)=2,18

som alltsa far bli den tackningsfaktor — det k-véarde — som vi anvander (a&ven om k =2 inte
hade varit helt fel).
Det forlangda intervallet blir alltsa:

Ugs (V) =K *u, (y) =2,18*5,6921=12,41 mm

dar Uy (y) —avrundat till 12 mm — &r den utvidgade métosakerheten for y pa konfidensnivan
95%. Kortare skrivsatt ar U(y), eller t.o.m. U, och enbart ki stéllet for k.
Observera att man bor vara 6vertydlig och redovisa saval tackningsfaktorn och den samman-

lagda standardosakerheten som den utvidgade méatosakerheten, inte bara den sistnamnda stor-
heten!



Rapportering av matresultat och matosékerhet
Sammantaget far vi:

”Slutpunktens hojd over startpunkten har uppmatts till +8,997 meter. Den utvidgade mét-
osakerheten U uppskattas till + 0,012 meter pa konfidensnivan 95%. Den har beréknats
som U =k*u_, med tackningsfaktorn k = 2,18 och den sammanlagda standardosékerheten

u, =0,0057 m. Tackningsfaktorn k =t (12), dar 12 &r antalet effektiva frihetsgrader i skatt-
ningen u, . Analysen bygger pa antagandet att matningarna ar normalfordelade.”

Denna redovisning innehaller allt som behdévs. Om forutsattningarna ar givna for alla inblan-
dade kan den naturligtvis kortas ned, t.ex. om man ar 6verens om hur berakningarna ska goras
och att alltid anvanda 95% konfidensniva.

Enkel kokbok i matosakerhet
Vi sammanfattar det vi har gjort i foljande kokbok™ i métosakerhet:

1. Bestdm sambandet mellan utstorheten (métstorheten) och alla instorheter som kan
paverka den.

Skatta varden pa alla instorheter.

Skatta vardet pa instorheternas standardosakerheter, antingen med statistisk analys av
en matserie (Typ A) eller pa annat satt (Typ B).

Berakna vardet pa utstorheten.

Bestam kénslighetsfaktorn som hor till varje instorhet.

Berékna utstorhetens sammanlagda standardosékerhet.

Ta fram en tackningsfaktor som svarar mot en vald konfidensniva.
Berédkna den utvidgade méatosakerheten.

Rapportera méatresultatet tillsammans med utvidgad matosakerhet och dess konfidens-
niva.
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Slutord
Detta exempel innehaller inte alla aspekter pa bestamning och redovisning av matosékerhet.

O Hér har bara berorts Typ A bestamning av standardosakerhet, dvs. skattning genom
statistisk analys av en métserie. Alla andra satt bendmns Typ B. De kan t.ex. vara
resultat fran andra matningar, véarden fran fabrikanternas specifikationer eller fran
oberoende kontrollméatningar etc.

o Nagon analys av ev. korrelation mellan méatningar har inte genomforts. En sadan kor-
relationsanalys kan vara ratt omfattande och i viss man komplicera berakningarna.

o Det finns fler metoder for berédkning av sammanlagd och utvidgad méatosakerhet, t.ex.
numerisk derivering och Monte Carlo-simulering.

o Normalfordelning/t-férdelning — eller approximationer av sadana — fungerar vanligen,
men ibland behdver dven andra fordelningar beaktas. GUM namner t.ex. rektangel-
och triangelformade fordelningar.

Foreliggande framstéllning bedoms dock racka ganska langt — atminstone ar den forhopp-
ningsvis en inkorsport till mer raffinerade GUM-analyser.

/Clas-G0ran Persson
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